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TOPOLOGIE. —- Excision homotopique en basse dimension. Note de Ronald Brown
et Jean-Louis Loday, présentée par Jean-Pierre Serre.

Remise le 6 février 1984.

On calcule Iobstruction & I'excision pour les groupes d’homotopie relatifs en basse dimension en I'exprimant
sous la forme d’un produit tensoriel de groupes non abéliens. On en déduit une suite exacte de type EHP en
homotopie et de nouveaux résultats sur I’homologie des groupes discrets. Les démonstrations utilisent une
généralisation pour les carrés d’espaces du théoréme de Van Kampen.

TOPOLOGY. — Homotopical Excision in Low Dimension.

The obstruction to excision for relative homotopy groups is calculated in low dimension in terms of a version of
tensor product for non abelian groups. This gives an EHP-type exact sequence in homotopy and new results on
the homology of discrete groups. The proofs rely on a new Van Kampen theorem for squares of spaces.

1. PRODUIT TENSORIEL NON ABELIEN ET EXCISION HOMOTOPIQUE. — Soient M et N deux
groupes munis d’une action de M sur N notée ™n, me M, ne N et d’une action de N sur M
notée "m. Il est toujours sous-entendu qu’un groupe opére sur lui-méme par conjugaison :
*y=xyx~!. Par conséquent le produit libre M * N opére a la fois sur M et sur N.

Le produit tensoriel (non abélien) de M et de N est par définition le groupe M ® N
ayant pour générateurs les couples (m, n), meM, neN, qu'on note m ®n, et pour

_relations :

' (a) mm’ ® n="(m’ ® n)(m @ n),
(a) m @ nn'=(m ® n)"(m @ n'),
ol on a posé :
(b) Pm @n)="m ®*n, pour m,m eM, n,n"eN et peM*N.
Prorosition 1. — Les relations suivantes sont satisfaites dans M ® N :
() "m~'@n)=(m@m) '="(m@n""),
) (m@n)(m’ @n)(m@n)~ =" "(m’ @ n),
(o) (m'm H@n=men" (m@n)",
@) m @ ("nn~H)="(m@n)(mn)"".

Si, de plus, on a la condition de compatibilité des actions (""‘)n’=""‘"_ln’, alors on a la
relation :
€2 m®n m @n]l=m"m~*@m’"m' !, ou [x, y]=xyx"'y L

Exemples. — Si M opére trivialement sur N et N opére trivialement sur M alors
M ® N est le produit tensoriel usuel M* ®, N* des groupes abélianisés. Pour G operant
sur lui-méme par conjugaison, le groupe G ® G a été étudié par K. Dennis [5]. Lorsque

01
G est parfait (i. e. G=[G, G]) l'extension centrale G ® G — G est universelle.

Dans la suite de cette Note tous les espaces considérés sont pointés et ont le type
d’homotopie d’un CW-complexe. Les applications respectent le point-base.

TueorEME 1 (Obstruction a I'excision homotopique en basse dimension). — On consi-
dére un espace X recouvert par deux ouverts A et B, d’intersection A N\ B=C. On suppose

que ces quatre espaces sont connexes et que les paires (A, C) et (B, C) sont 1-connexes.
On a alors une suite exacte de groupes d homotopie : )

73 (B, C) - m3(X, A) - 7, (A, C) ®1,(B, C) -, (B, C) » 1, (X, A) 0.
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L’action de m,(A, C) sur n, (B, C) utilisée dans la construction du produit tensoriel
est obtenue en envoyant n,(A, C) dans 7, C, puis en utilisant P'action naturelle de n, C
sur ©, (B, C). [Méme remarque pour l'action de n, (B, C) sur n,(A, C).]

Le théoréme 1 exprime que la triade (X; A, B) est 2-connexe et que :

n3(X; A, By=m,(A, C) ® =, (B, Q).

L’application (m, n)»m ®@ n de mn,(A, C) xn,(B, C) dans le produit tensoriel est le
produit triadique de Whitehead [1]. Ce théoréme est une conséquence du théoréme de
Van Kampen énoncé au paragraphe 3.

CoroLLAIRE 1 (Suite EHP en basse dimension). — Pour tout espace X connexe pointé,
on a une suite exacte :

E H
X >3 SX -, X @y X F=lbn, X, 7, X] - 1.

2. APPLICATIONS A L’HOMOLOGIE DES GROUPES DISCRETS. — Soient M et N deux sous-
groupes distingués du groupe P. Soit X la somme amalgamée homotopique de K (P/M, 1)
et de K (P/N, 1) au-dessous de K (P, 1) ou K (r, 1) désigne I’espace d’Eilenberg-MacLane
de groupe fondamental n. On note H,, (%) le groupe d’homologie H, (K (=, 1), Z).

PropoSITION 2. — Les premiers groupes d’homotopie de X sont donnés par :

(1
n, (X)=P/MN, 1, (X)=M N N/[M, N] et 3(X)=Ker(M ® N - P).

Le calcul de m, résulte du théoréme classique de Van Kampen. Le calcul de =, résulte
d’une généralisation du théoréme de Van Kampen aux applications ([2], [3]). Le calcul
de m, résulte du théoréme 1.

Notons M A N le quotient d¢ M ® N par le sous-groupe distingué engendré par les
€léments x ® x, xe M N.

CoROLLAIRE 2. — Soient M et N deux sous-groupes distingués de P tels que P=MN.

(]
Posons V=Ker(M A N - P). On a alors la suite exacte :
H;P—H;(P/N)® H;(P/M) > V->H,P
— H, (P/N) @ H, (P/M) > M N N/[M, N] - P - (P/M)* @ (P/N)* - 0.

CoroLLAIRE 3. — Soit 1 >R —>F >G> 1 une suite exacte de groupes telle que
H;F=H,F=0 (e. g. F libre). On a alors un isomorphisme :

[.1
H,;G=Ker (R A F-F).

Ce résultat est a rapprocher de la formule de Hopf : H, G=Ker(R/[R, F] - F*).

Pour tout groupe G on définit G A G comme le quotient de G ® G par le sous-groupe
distingué engendré par (E®h)(h®g), g, heG. Cest un groupe intermédiaire entre
GR®GetG AG.

ProprosITION 3. — Le groupe d’homotopie mny(SK(G, 1)) [resp. d’homotopie stable
73 (K(G, 1)), resp. dhomologie H,(G)] est isomorphe au noyau de ' homomorphisme [, ]
de G® G (resp. G A G, resp. G A G) dans [G, G].

Le dernier isomorphisme est la description de C. Miller de H, (G) (cf. [5]).
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3. THEOREME DE VAN KAMPEN POUR LES CARRES D'ESPACES. — Par carré d’espaces Z on
entend un diagramme commutatif :
!
C-oA
x )
B3X

d’applications continues pointées entre espaces ayant le type d’homotopie de CW-
complexes. La fibre homotopique d’une application f est notée F(f). La fibre homoto-
pique de I'application induite F(f”)— F(a) est notée F(Z). Elle est canoniquement
homéomorphe 4 la fibre homotopique de F(f) — F(b). On dit que le carré d’espaces x
est connexe si les espaces X, F (a), F(b) et F(Z') sont connexes.

Dans [6] on a montré Pexistence d’un foncteur IT de la catégorie des carrés d’espaces
dans celles des carrés croisés que I'on va maintenant décrire. Un carré croisé (sous-entendu
de groupes) est la donnée d’un diagramme commutatif de groupes :

i
L >N
A l lv
n
M->P
d’actions de P sur L, M, N (qui induisent des actions de M sur L et N via p et de N sur
L et M via v) et d’une application h : M x N — L.
Ces données sont soumises aux conditions suivantes :

(i) Les homomorphismes A et A’ préservent I'action de P. De plus, avec ces actions, les
homomorphismes p, v et k=pA=VA’ sont des modules croisés,

(i) Mh(m, y=m"m~', X h(m, n)="nn"",

(iii)) hAL n)=1""", h(m, AD="U""1,

(iv) h(mm’, n)="h(m’, n) h(m, n), h(m, nn")=h(m, n)"h(m, n’),

(v) Ph(m, n)=h(m, "n),
pour tout m, m"eM, n, n’eN, leL, peP.
Le carré croisé fondamental IT % associé au carré d’espaces 4 est formé des groupes
fondamentaux du carré des fibres :
n F(Z) > F(f)
1 1
nF(f)-> =nC
Lorsque les applications de % sont des inclusions et que C=ANB on a
, F(f)=mn,(A, C), n; F(f)=mn,(B, C), m; F(Z)=mn;3(X; A, B) et Papplication h est
donnée par le produit de Whitehead triadique [1].

TugorEME 2 (Théoréme de Van Kampen pour les carrés d’espaces). — Soit (U, V) un
recouvrement de X par deux ouverts. On note U, ¥ et W  les carrés d’espaces déduits par
image inverse dans & de U, V et W=U N V. Supposons que les carrés d espaces U, ¥ et
W soient connexes. Alors & est connexe et le diagramme :

nw -nu

! 1
ny -11%

est une somme amalgamée dans la catégorie des carrés croisés.
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Le cas particulier A=U et B=V permet de démontrer le théoréme 1.

THEOREME 3. — Soit (X; A, B) une triade 2-connexe avec X-connexe, (X, A) et (X, B)
l-connexes. Le groupe dhomologie H,(X; A, B) s’obtient a partir de n3(X; A, B) en
passant au quotient par Taction de m, (A N\ B) et par Pimage du produit de Whitehead
triadique (i. e. Im h).

Le théoréme 2 généralise le théoréme classique de Van Kampen pour les espaces ainsi
que le théoréme de Van Kampen pour les applications (3] utilisant les modules croisés.

Les démonstrations des résultats annoncés dans cette Note paraitront dans [4]. Cet
article contient un théoréme de Van Kampen pour les n-cubes d’espaces, le role du
groupe fondamental étant joué par un n-cat-groupe fondamental (cf- [6]).
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